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Представлен метод численного расчeта негидростатических течений со свободной поверхностью в σ-системе коорди-
нат, который основан на разделении давления на гидростатическую составляющею и поправку к ней, вычисляемые
поэтапно на каждом шаге интегрирования. Эта поправка давления находится путем решения системы линейных
уравнений с 25-диагональной матрицей, получающейся в результате подстановки дискретного выражения для поля
скорости в дискретное уравнение неразрывности. Применение предложенного метода показало хорошие результаты
сравнения с приближeнными аналитическими решениями задачи про волновые колебания в прямоугольном сосуде,
с лабораторными измерениями распространения волн над подводной преградой, а также с измерениями процесса
перемешивания двух жидкостей различной плотности.
Представлений метод чисельного розрахунку негiдростатичних течiй з вiльною поверхнею в σ-системi координат,
заснований на подiлi тиску на гiдростатичну складову та поправку до неї, якi обчислюються поступово на кожному
кроцi iнтегрування. Ця поправка тиску знаходиться шляхом розв’язку системи лiнiйних рiвнянь з 25-дiагональною
матрицею, яка одержується в результатi пiдстановки дискретного виразу для поля швидкостi в дискретне рiвня-
ння нерозривностi. Застосування запропонованого методу показало гарнi результати порiвняння з наближеними
аналiтичними розв’язками задачi про хвильовi коливання у прямокутному резервуарi, з лабораторними вимiрами
розповсюдження хвиль над пiдводною перешкодою, а також iз експериментальними дослiдженнями процесу пере-
мiшування двох рiдин рiзної щiльностi.
A numerical method for free-surface non-hydrostatic flow computation in σ-coordinate system is presented. The method
is based on the idea of the splitting of the pressure into a hydrostatic component and a correction term evaluated in a
subsequent manner at each integration step. This correction term is computed by solving a system of linear equations
with 25-diagonal matrix, which is obtained by substituting a discrete formulation for the velocity field into the discrete
continuity equation. Application of the proposed approach has shown a fairly good agreement with the approximate
analytical solution of the short waves evolution in a rectangular basin problem, experimental data on waves propagation
over a submerged bar in a flume, and experimental data on mixing of two fluids of different densities.
ВВЕДЕНИЕ
В задачах моделирования течений со свободной
поверхностью часто используется так называемое
приближение гидростатики [1]. Это приближение
значительно более эффективно с вычислительной
точки зрения по сравнению с решением полной
системы уравнений движения, в то время как точ-
ность решений в большинстве случаев остается
удовлетворительной. Однако в настоящем време-
ни растет интерес именно к тем задачам, к ко-
торым гидростатическое приближение непримени-
мо. В частности, это задачи, относящиеся к рас-
пространению коротких поверхностных волн; об-
теканию подводных препятствий; течению и пе-
реносу веществ вблизи водосбросов; переносу и
взбалтыванию придонных наносов при землечер-
пательных и мелиоративных работах. Такие ин-
женерные задачи, как правило, решаются путем
применения соответствующих специфических мо-
делей. Как следствие, разработка численной мо-
дели, которая позволила бы решать вышеупомя-
нутые задачи, оставаясь при этом эффективным
средством расчета гидростатических течений, яв-
ляется актуальной проблемой настоящего.
Помимо физики описываемых процессов, суще-
ствующие модели течений со свободной поверхно-
стью отличаются друг от друга системами коор-
динат и численными реализациями. В то время
как ранние модели использовали, как правило, z-
систему координат, уравнения более поздних мо-
делей часто записаны в так называемой σ-системе.
Популярность последней обязана развитию гидро-
статических моделей, таких как [9]. Численная
же реализация решения негидростатической сис-
темы уравнений, записанной в σ-системе коорди-
нат, значительно осложнена даже в случаях мо-
делирования двумерных течений (в вертикальной
плоскости), как видно на примерах [19, 21]. По-
зднее в [18] был представлен алгоритм трехмерной
модели, основанный на решении уравнения Пуас-
сона, записанного в σ-системе координат. Однако
этот алгоритм не имеет преимуществ при расчете
гидростатических течений, поскольку решать сис-
тему линейных уравнений с 19-диагональной ма-
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трицей, возникающей в результате дискретизации
уравнения Пуассона, необходимо на каждом шаге
интегрирования.
С целью повышения эффективности моделей в
применении к гидростатическим задачам, рядом
авторов, включая [13, 21], было предложено пред-
ставлять давление в виде суммы гидростатической
компоненты и поправки к ней. В частности, в [13]
подробно изложен алгоритм расчета, разработан-
ный для z-системы, в котором эта поправка нахо-
дилась путем подстановки дискретных выражений
для поправки поля скорости в дискретное уравне-
ние неразрывности, и последующего решения сис-
темы линейных уравнений с 7-диагональной ма-
трицей. Позднее подобный метод был применен в
[14] для модели, которая также использовала чи-
сленные z-слои по вертикали, но неструктуриро-
ванные треугольные сетки по горизонтали. Разде-
ление давления на гидростатическую компоненту
и поправку к ней осуществляется и в некоторых σ-
моделях. Например, в [17] была представлена не-
гидростатическая версия популярной модели оке-
анических течений POM (Princeton Ocean Model),
в которой для расчета уровня поверхности приме-
нялся метод расщепления на моды [9], а поправка
давления находилась путем решения дискретного
уравнения Пуассона, следуя [18].
В данной работе предложен новый метод ра-
счета негидростатических течений со свободной
поверхностью, по сути являющийся применением
основной идеи метода [13] к уравнениям, записан-
ным в σ-системе координат.
1. УРАВНЕНИЯ МОДЕЛИ
В локальной системе координат (x∗, y∗, z∗), при-
вязанной к географическим координатам, в кото-
рой ось z∗ направлена противоположно силе при-
тяжения Земли, а оси x∗ и y∗ направлены вдоль
параллели и меридиана соответственно, исходные
уравнения Навье-Стокса, осредненные по Рей-
нольдсу, имеют вид [14]:
∂u
∂t∗
+u
∂u
∂x∗
+v
∂u
∂y∗
+w
∂u
∂z∗
−f¯ v+fˆw=−1
ρ
∂p
∂x∗
+Fx∗ ,
∂v
∂t∗
+u
∂v
∂x∗
+v
∂v
∂y∗
+w
∂v
∂z∗
+ f¯u=−1
ρ
∂p
∂y∗
+Fy∗ ,
∂w
∂t∗
+u
∂w
∂x∗
+v
∂w
∂y∗
+w
∂w
∂z∗
−fˆ u=−1
ρ
∂p
∂z∗
−g+Fz∗ ,
∂u
∂x∗
+
∂v
∂y∗
+
∂w
∂z∗
=0,
(1)
где t∗ – время; (u, v, w) – вектор скорости; p – дав-
ление; g – гравитационное ускорение; ρ – плот-
ность; (Fx∗ ,Fy∗ ,Fz∗) – проекции силы вязкости (в
общем случае турбулентной) на оси координат;
f¯ = 2Ω sinφ и fˆ = 2Ω cos φ – коэффициенты про-
екций кориолисовой силы, зависящие от угловой
скорости вращения Земли Ω и долготы φ.
Уравнения (1), описывающие гидродинамику
водоeмов, размеры которых значительно меньше
планетарных, следуют из уравнений движения, за-
писанных во вращающейся сферической системе
координат, к которым применeн ряд упрощений,
подробно обсуждаемых, например, в [1, 2, 4, 9].
Система уравнений (1) должна быть решена в
области, которая ограничена свободной поверх-
ностью z∗ = η(x∗, y∗, t∗) сверху и дном z∗ =
−H(x∗, y∗) снизу. Поэтому вместо z∗-системы ко-
ординат широко используется так называемая σ-
система координат [9,18], которая связана с z∗-
системой соотношениями:
x=x∗, y=y∗, σ = (z∗ − η)/D, t= t∗, (2)
где D=H+η – полная глубина. Суть такой транс-
формации заключается в том, что σ ∈ [−1, 0] во
всей области решения. Учитывая, что
∂{D, η}
∂ξ
=
∂{D, η}
∂ξ∗
+
∂{D, η}
∂σ︸ ︷︷ ︸
0
∂σ
∂ξ
≡ ∂{D, η}
∂ξ∗
,
где ξ означает одно из t, x, y, можно показать, что
операторы дифференцирования трансформирую-
тся следующим образом:
∂
∂ξ∗
=
∂
∂ξ
−Jξ ∂
∂σ
,
∂
∂z∗
=
1
D
∂
∂σ
, (3)
где Jξ=
1
D
(
∂η
∂ξ
+σ
∂D
∂ξ
)
. (4)
С тем, чтобы негидростатическая модель оста-
валась эффективным средством расчeта гидроста-
тических течений, в [13, 21] и других работах было
предложено представлять давление p в виде сум-
мы гидростатической ph и негидростатической pnh
компонент. В общем виде, согласно [9], pnh выра-
жается как:
ph(x, y, σ, t)=pa+gρ0 (η−z)+
η∫
z
ρ′(x, y, ζ, t) dζ, (5)
где pa – давление воздуха над поверхностью, а
отклонение плотности ρ′ от постоянного значения
ρ
0
считается малым (|ρ′|  ρ
0
).
В результате трансформаций (3), пренебрегая
слагаемыми порядка |pnhρ′/ (ρρ0)|, система урав-
нений (1) приобретает консервативный вид, по-
добный [9], но с учeтом слагаемых, содержащих
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q = pnh/ρ0 и уравнения для вертикальной компо-
ненты скорости W :
∂DU
∂t
+
∂DU2
∂x
+
∂DUV
∂y
+
∂ωU
∂σ
−D(f¯V−fˆW)=
=−D
(
g
∂η
∂x
+
∂q
∂x
−Jx ∂q
∂σ
)
+
∂
∂σ
(
ν
D
∂U
∂σ
)
+Fx+Bx,
∂DV
∂t
+
∂DUV
∂x
+
∂DV 2
∂y
+
∂ωV
∂σ
+Df¯U=
=−D
(
g
∂η
∂y
+
∂q
∂y
−Jy ∂q
∂σ
)
+
∂
∂σ
(
ν
D
∂V
∂σ
)
+Fy+By ,
∂DW
∂t
+
∂DUW
∂x
+
∂DVW
∂y
+
∂ωW
∂σ
−DfˆU=
=− ∂q
∂σ
+
∂
∂σ
(
ν
D
∂W
∂σ
)
+Fσ .
(6)
Так же, как в [9], в уравнениях (6) вводится пре-
образованная "вертикальная" компонента скоро-
сти ω, которая связана с W соотношением:
ω = W −D (JxU + JyV + Jt) . (7)
Компоненты бароклинной силы Bx, By форму-
лируются так же, как в [9]. Касательные напря-
жения и, как следствие, компоненты силы вязко-
сти Fx, Fy, Fσ формулируются в упрощeнном ви-
де [9] с коэффициентом горизонтальной вязкости,
описываемым параметризацией Смагоринского, и
коэффициентом вертикальной вязкости, вычисля-
емым согласно k/ модели турбулентности [10].
Уравнение неразрывности в σ-системе коорди-
нат имеет вид [9,18]:
∂DU
∂x
+
∂DV
∂y
+
∂ω
∂σ
+
∂η
∂t
= 0, (8)
которое также можно переписать в иной форме без
производных по времени:
∂DU
∂x
+
∂DV
∂y
+
∂W
∂σ
− ∂
∂σ
(JxDU+JyDV ) = 0. (9)
2. ЧИСЛЕННАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ
2.1. Краткий обзор алгоритма расчeта
В данной модели применяются разнесенные се-
тки [5]. Пространственное расположение перемен-
ных, показанное на pис. 1, является таким же, как
в [9]. Компоненты скорости U , V , W , ω и коэффи-
циенты Jx, Jy задаются на соответствующих гра-
нях численной ячейки (i, j, k); q, ρ и другие скаля-
ры C задаются в еe центре.
Алгоритм расчeта следует идее, предложенной
в [13], и разделяется на следующие этапы.
1. Вычисление адвективных и кориолисовых
слагаемых, а также горизонтальной вязкости и ба-
роклинной сил по явным схемам (см. [9,18, 21,
19,5,16]), включая уравнение для W .
2. Вычисление слагаемых вертикальной вязко-
сти по неявной схеме [12, 13]. При этом компонен-
ты баротропной силы учитываются, исходя из по-
лунеявных дискретизаций вида:
∂η
∂x
∣∣∣∣
i−1/2,j
≈ (1−θ)η
n
i,j−ηni−1,j
∆x
+ θ
ηn+1i,j −ηn+1i−1,j
∆x
, (10)
где фактор неявности θ ∈ (1/2, 1] обеспечивает
безусловную устойчивость схемы по отношению к
волновому числу Курранта
√
gD∆t/∆x, ∆t – шаг
интегрирования по времени.
3. Нахождение "гидростатического" уровня по-
верхности η˜n+1i,j из системы линейных уравнений с
5-диагональной матрицей [11, 12, 13] и соответ-
ствующая коррекция поля скорости.
4. Вычисление поправки давления q и соответ-
ствующая коррекция полей скорости и уровня по-
верхности.
Этапы 1–3 подробно описаны в упомянутой ли-
тературе. Предметом обсуждения данной работы
является составление системы линейных уравне-
ний для q путем подстановки дискретных выраже-
ний для негидростатической поправки скорости в
дискретное уравнение неразрывности.
2.2. Уравнение для негидростатической поправ-
ки давления внутри расчeтной области
Для простоты будем рассматривать посто-
янный в σ-системе размер численной ячейки
{∆x,∆y,∆σ} = const. Выражения (4) для ξ = x
и ξ = y дискретизируются в виде:
J
n
xi,j,k=
[
ηni,j−ηni−1,j+σk(Dni,j−Dni−1,j)
]
/(∆xDni−1
2
,j),
J
n
yi,j,k=
[
ηni,j−ηni,j−1+σk(Dni,j−Dni,j−1)
]
/(∆yDni,j−1
2
). (11)
Будем дискретизировать уравнение неразрыв-
ности (8) как:(
Dn+1
i+1
2
,j
Un+1i+1,j,k−Dn+1i−1
2
,j
Un+1i,j,k
)
/∆x+
+
(
Dn+1
i,j+1
2
V n+1i,j+1,k−Dn+1i,j−1
2
V n+1i,j,k
)
/∆y+
+
(
ωn+1i,j,k−ωn+1i,j,k+1
)
/∆σ +
(
ηn+1i,j −ηni,j
)
/∆t = 0, (12)
где Dn+1i±1/2,j=(D
n+1
i±1,j+D
n+1
i,j )/2; D
n+1
i,j±1/2=(D
n+1
i,j±1+
Dn+1i,j )/2.
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Рис. 1. Пространственное расположение дискретных переменных в разнесенных сетках
Дискретизируем далее (7) как:
ωn+1i,j,k = W
n+1
i,j,k − (1+σk)
(
ηn+1i,j −ηni,j
)
/∆t− 1/4×
×
{
J
n
xi,j,kD
n+1
i−1
2
,j
Un+1i,j,k+J
n
xi,j,k−1D
n+1
i−1
2
,j
Un+1i,j,k−1+
+J
n
xi+1,j,kD
n+1
i+1
2
,j
Un+1i+1,j,k+J
n
xi+1,j,k−1D
n+1
i+1
2
,j
Un+1i+1,j,k−1+
+J
n
yi,j,kD
n+1
i,j−1
2
V n+1i,j,k+J
n
yi,j,k−1D
n+1
i,j−1
2
V n+1i,j,k−1+
+J
n
yi,j+1,kD
n+1
i,j+1
2
V n+1i,j+1,k+J
n
yi,j+1,k−1D
n+1
i,j+1
2
V n+1i,j+1,k−1
}
. (13)
Отметим, что Jx и Jy вычисляются на шаге n,
так как в противном случае результирующая сис-
тема уравнений была бы нелинейной. Подставляя
выражение (13) в (12), получаем:
Dn+1
i+1
2
,j
Un+1i+1,j,k−Dn+1i−1
2
,j
Un+1i,j,k
∆x
+
+
Dn+1
i,j+1
2
V n+1i,j+1,k−Dn+1i,j−1
2
V n+1i,j,k
∆y
+
Wn+1i,j,k−Wn+1i,j,k+1
∆σ
=
1
4∆σ
×
×
{
J
n
xi,j,k−1D
n+1
i−1
2
,j
Un+1i,j,k−1+J
n
xi+1,j,k−1D
n+1
i+1
2
,j
Un+1i+1,j,k−1−
−J nxi,j,k+1Dn+1i−1
2
,j
Un+1i,j,k+1−J
n
xi+1,j,k+1D
n+1
i+1
2
,j
Un+1i+1,j,k+1+
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i,j−1
2
V n+1i,j,k−1+J
n
yi,j+1,k−1D
n+1
i,j+1
2
V n+1i,j+1,k−1−
−J nyi,j,k+1Dn+1i,j−1
2
V n+1i,j,k+1−J
n
yi,j+1,k+1D
n+1
i,j+1
2
V n+1i,j+1,k+1
}
. (14)
Уравнение (14) также можно получить не-
посредственной дискретизацией уравнения
неразрывности в форме (9). Произведeм те-
перь поправку "гидростатического решения"
D˜
n+1
i+1
2
,jU˜
n+1
i+1,j,k,D˜
n+1
i,j+1
2
V˜
n+1
i,j+1,k,W˜
n+1
i,j,k , полученного без
учeта слагаемых, содержащих q в (6), путeм
добавления таковых в полунеявной форме:
Dn+1
i−1
2
,j
Un+1i,j,k=
˜˜
D
n+1
i−1
2
,j
˜˜
U
n+1
i,j,k−Dni+1
2
,j
θ∆t
∆x
(
qn+1i,j,k−qn+1i−1,j,k
)
+ (15)
+Dni−1
2
,jJ
n
xi,j,k
θ∆t
4∆σ
(
qn+1i,j,k−1−qn+1i,j,k+1+qn+1i−1,j,k−1−qn+1i−1,j,k+1
)
,
Dn+1
i,j−1
2
V n+1i,j,k=
˜˜
D
n+1
i,j−1
2
˜˜
V
n+1
i,j,k−Dni,j−1
2
θ∆t
∆y
(
qn+1i,j,k−qn+1i,j−1,k
)
+ (16)
+Dni,j+1
2
J
n
yi,j+1,k
θ∆t
4∆σ
(
qn+1i,j,k−1−qn+1i,j,k+1+qn+1i,j−1,k−1−qn+1i,j−1,k+1
)
,
Wn+1i,j,k = W˜
n+1
i,j,k −
θ∆t
Dni,j∆σ
(
qn+1i,j,k−1−qn+1i,j,k
)
, (17)
где θ ∈ (1/2, 1] – фактор неявности для повышения
точности аппроксимации и
˜˜
D
n+1
i−1
2
,j
˜˜
U
n+1
i,j,k=D˜
n+1
i−1
2
,jU˜
n+1
i,j,k−Dni−1
2
,j
(1−θ)∆t
∆x
(
qni,j,k−qni−1,j,k
)
+
+Dni−1
2
,jJ
n
xi,j,k
(1−θ)∆t
4∆σ
(
qni,j,k−1−qni,j,k+1+qni−1,j,k−1−qni−1,j,k+1
)
,
˜˜
D
n+1
i,j−1
2
˜˜
V
n+1
i,j,k=D˜
n+1
i,j−1
2
V˜
n+1
i,j,k−Dni,j−1
2
(1−θ)∆t
∆y
(
qni,j,k−qni,j−1,k
)
+
+Dni,j−1
2
J
n
yi,j,k
(1−θ)∆t
4∆σ
(
qni,j,k−1−qni,j,k+1+qni,j−1,k−1−qni,j−1,k+1
)
,
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W˜
n+1
i,j,k = W˜
n+1
i,j,k −
(1−θ)∆t
Dni,j∆σ
(
qni,j,k−1−qni,j,k
)
.
Отметим, что схема приближается ко 2-му по-
рядку точности по времени, если D меняется не-
значительно, а θ выбрано близким к 1/2. Схема
также имеет 2-й порядок точности по пространс-
тву. Подставляя выражения (17) в (14), получаем
следующее уравнение:
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D
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×
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i−1
2
,j
˜˜
U
n+1
i,j,k−1+J
n
xi+1,j,k−1
˜˜
D
n+1
i+1
2
,j
˜˜
U
n+1
i+1,j,k−1−
−J nxi,j,k+1 ˜˜Dn+1i−1
2
,j
˜˜
U
n+1
i,j,k+1−J nxi+1,j,k+1 ˜˜Dn+1i+1
2
,j
˜˜
U
n+1
i+1,j,k+1+
+J
n
yi,j,k−1
˜˜
D
n+1
i,j−1
2
˜˜
V
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V
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V
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i,j,k+1−J nyi,j+1,k+1 ˜˜Dn+1i,j+1
2
˜˜
V
n+1
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]
, (18)
где для краткости введены обозначения
S
n
xi,j,k=
Dn
i−1
2
,j
(
J
n
xi,j,k
)2
16∆σ2
; S
n
yi,j,k=
Dn
i,j−1
2
(
J
n
yi,j,k
)2
16∆σ2
.
Линейное уравнение (18), в которое входят 25 не-
известных q с 5-ти слоeв: k−2, k−1, k, k+1, k+2,
справедливо для k = 3, . . . , K − 2.
Неизвестные qn+1i,j,0 , входящие в уравнения для
слоя k = 2, можно исключить явным образом, при-
менив граничное условие для компонент скорости
U и V у поверхности:
Un+1i,j,1−Un+1i,j,2
D˜
n+1
i− 1
2
,j∆σ
=
τn+1xi,j
νn+1
i−1
2
,j,2
,
V n+1i,j,1−V n+1i,j,2
D˜
n+1
i,j−1
2
∆σ
=
τn+1yi,j
νn+1
i,j−1
2
,2
, (19)
где τx и τy – компоненты удельной (делeнной на
плотность воды) силы трения у поверхности; ν –
коэффициент вертикальной вязкости.
Рассмотрим теперь придонный слой k = K − 1.
Принимая во внимание, что σK−1 = −1 + ∆σ/2 и
ω = 0 на дне, из (12) и (13) следует, что уравнение
неразрывности у дна имеет вид:
Dn+1
i+1
2
,j
Un+1i+1,j,K−1−Dn+1i−1
2
,j
Un+1i,j,K−1
∆x
+
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+
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2
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2
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×
×
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n
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2
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}
. (20)
Подставляя выражение (17) в (20) аналогично
процедуре, описанной выше, получаем уравнение
для q со слоя k = K − 1.
Чтобы система уравнений оказалась замкнутой,
еe необходимо дополнить граничными условиями.
2.3. Граничные условия у дна
В отличие от z-системы координат, в которой не-
посредственная подстановка W = 0 у дна исклю-
чает необходимость рассмотрения q со слоя k = K
(см., например, [13]), в σ-системе координат неиз-
вестные qn+1i,j,K входят в уравнения для слоeв k =
K−1 и k = K−2, и исключить qi,j,K из них явным
образом не удаeтся. Поэтому условие ωn+1i,j,K = 0,
которое уже учитывалось при выводе уравнения
для k = K − 1, является основой для дополни-
тельного уравнения.
2.4. Граничные условия у поверхности
Поправка давления q входит в уравнения (6)
в виде производных 1-го порядка. Кроме того,
изменение уровня, обусловленное
”
негидростати-
ческой“ поправкой поля скорости, заранее неизве-
стно. Поэтому у поверхности необходимо задавать
два условия. Этими условиями являются (см. [4]):
• кинематическое условие для скорости;
• динамическое условие для давления.
Первое из этих условий выражается формулой:
W |σ=0=D (JxU+JyV +Jt)|σ=0 , (21)
связывающей изменение уровня и скорость. С
учeтом (13), оно дискретизируется как:
Wn+1i,j,2=(η
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+
{
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n+1
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2
V n+1i,j+1,1+
+J
n
yi,j,2D
n+1
i,j−1
2
V n+1i,j,2+J
n
yi,j+1,2D
n+1
i,j+1
2
V n+1i,j+1,2
}
/4. (22)
В уравнение (22) теперь входит ещe одна неиз-
вестная – уровень ηn+1i,j . Для составления дополни-
тельного уравнения воспользуемся вторым усло-
вием, которое заключается в том, что разность
давлений в воде и воздухе у поверхности должна
быть равна силе поверхностного натяжения [4].
Если капиллярные явления не будут предметом
рассмотрения, то последней можно пренебречь, и
граничное условие можно полагать в виде
q|σ=0 = qs(x, y, t). (23)
Будем далее считать давление воздуха у по-
верхности и, как следствие, qs(x, y, t) известными.
Отметим, что динамическое условие для давления
(23) должно задаваться на заранее неизвестном
уровне z = ηn+1i,j . Представим
ηn+1i,j −ηni,j = (η˜n+1i,j −ηni,j)+∆ηn+1nhi,j , (24)
где ∆ηn+1nhi,j – отклонение уровня от "гидростати-
ческого" уровня η˜n+1i,j (см. этап 3, § 2.1) вслед-
ствие поправки поля скорости (17). Поправка дав-
ления q, входящая в (17), вообще говоря, являе-
тся суммой двух компонент: давления, которое не
зависит от уровня, и гидростатического давления
g∆ηn+1nhi,j , обусловленного изменением уровня, ко-
торый в свою очередь обусловлен поправкой поля
скорости (17). Поэтому условие (23) в дискретном
виде на шаге n + 1 следует записывать как
qn+1i,j,1 + q
n+1
i,j,2
2
− θg∆ηn+1nhi,j = qsi,j . (25)
Подставляя (24) в (22) и выражая ∆ηn+1nhi,j из
(25), получаем граничное уравнение для q у по-
верхности, не содержащее η в явном виде:
Wn+1i,j,2=
η˜n+1i,j−ηni,j
∆t
+
qn+1i,j,1+q
n+1
i,j,2−2qsi,j
2gθ∆t
+
{
. . .
}
/4, (26)
где выражение в скобках такое же, как в (22).
В уравнение (26) входят компоненты скорости
U и V со слоя k = 1. Применяя (19) таким же
образом, как и при составлении уравнений для q
со слоя k = 2, и подставляя (17), в конечном итоге
получаем следующее уравнение:
qn+1i,j,1
{
1/(Dni,j∆σ
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2
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[(
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]
/(4∆σ)2+
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Рис. 2. Сравнение рассчитанного и аналитического уровней поверхности: одномерные волны
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2.5. Боковые граничные условия
Подстановка условия Un+1i,j,k = 0 либо V
n+1
i,j,k = 0,
что соответствует непроницаемой боковой грани-
це, непосредственно в (14) позволяет избежать
рассмотрения фиктивных ячеек для q с внешней
стороны границы. Что касается открытых границ,
то можно задавать значение q, однако последнее,
как правило, на практике неизвестно. Можно за-
давать и другие условия. Возникающие при этом
сложности связаны либо с согласованием грани-
чных условий для скорости, уровня и давления,
либо же с обусловленностью системы уравнений
для q.
2.6. Решение системы уравнений для q
Полученная система линейных уравнений (18),
дополненная граничными условиями, является не-
симметричной из-за граничных условий у поверх-
ности и дна. В данной работе было протестировано
несколько итеративных методов, описанных в [6];
наиболее успешным (с точки зрения скорости схо-
димости) из которых оказался метод Bi-CGSTAB
(BiConjugate Gradient Stabilized). При этом при-
менялся предобуславливатель, основанный на LU
декомпозиции.
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Рис. 3. Сравнение рассчитанного и аналитического уровня поверхности: двумерные волны
3. ПРИМЕРЫ ПРИМЕНЕНИЯ
3.1. Короткие одномерные волны малой ампли-
туды в бассейне прямоугольной формы
Типичным примером течений со свободной по-
верхностью, для моделирования которых гидро-
статическое приближение неприемлемо, являю-
тся волновые колебания жидкости в бассейне, в
котором глубина сравнима или превышает го-
ризонтальные размеры. Аналитическое решение
упрощенной системы уравнений (1), описываю-
щее одномерные волны малой амплитуды, поро-
жденные неким начальным возмущеним поверх-
ности вида η(x, 0) = f(x) в бассейне длиной Lx
и глубиной H , известно относительно давно [3].
К упомянутым упрощениям относятся пренебре-
жение инерционными, вязкостными и кориолисо-
выми слагаемыми, а также упрощения, основан-
ные на предположении о том, что |η|  H . Кроме
того, плотность воды ρ и атмосферное давление pa
полагаются постоянными. В этом случае в [3] для
уровня приводится выражение:
η(x, t) =
∞∑
k=0
bk cos(σkt) cos
(
pix
Lx
k
)
, (28)
где σk=
√
gskth (Hsk), sk=pik/Lx.
Коэффициенты bk определяются из разложения
функции f(x) в ряд Фурье.
Сравним результаты численной модели с ана-
литическим решением для одномерных колеба-
ний, порожденных линейным возмущением уров-
ня поверхности изначально неподвижной жидко-
сти f(x) = −∆η + 2∆η x/Lx. В этом случае коэф-
фициенты bk вычисляются в явном виде, а реше-
ние записывается в виде ряда:
η(x, t)=
∞∑
n=0
−8∆η
pi2(2n+1)2
cos
pi(2n+1)x
Lx
cos(σkt). (29)
При x = Lx ∀ t приближeнное решение
η(Lx, t)≈
N−1∑
n=0
−8∆η
pi2(2n+1)2
cos(σnt), (30)
являющееся суммой N первых слагаемых ряда
(29), отличается от точного не более чем на
|N(x, t)| ≤ 8 |∆η|
pi2
∞∑
n=N
1
(2n+1)2
<
|∆η|
2N
.
Для численного эксперимента были выбраны
следующие параметры: Lx = H=10 м, ∆η = 0.1 м.
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Расчeтная область была разбита на 40 × 40 ячеек.
Сила вязкости полагалась равной нулю; на твер-
дых границах задавалось условие скольжения. На
pис. 2 приведено визуальное сравнение прибли-
женного аналитического решения (N = 100) с ре-
зультатами численной модели при x = Lx. Как
видно, решение, полученное с помощью числен-
ной негидростатической модели, хорошо совпада-
ет с аналитическим. Небольшая разница, по всей
видимости, обусловлена ошибками численной ап-
проксимации или же пренебрежением малыми по-
рядка ∆η/H при выводе аналитического решения.
Для сравнения также приведен результат чи-
сленного расчета, выполненного в гидростатиче-
ском режиме. Как и ожидалось, полученное реше-
ние неверно. Интересно отметить, что гидростати-
ческая модель обладает ярко выраженными дис-
сипативными свойствами по сравнению с негидро-
статической моделью.
3.2. Короткие двумерные волны малой ампли-
туды в бассейне прямоугольной формы
Рассмотрим теперь случай двумерных волн в
бассейне прямоугольной формы размером Lx ×
Ly ×H , для которого имеет место решение [3]:
η(x, y, t)=
∞∑
i=0
∞∑
j=0
bij cos(σijt) cos
pixi
Lx
cos
piyj
Ly
, (31)
где σij=
√
gsijth (Hsij), s
2
ij=
(
pii
Lx
)2
+
(
pij
Ly
)2
.
Коэффициенты bij определяются теперь уже из
разложения функции η(x, y, 0) = f(x, y) в дву-
мерный ряд Фурье. Рассмотрим колебания, вы-
званные начальным отклонением уровня f(x, y) =
−∆η + ∆ηx/Lx + ∆ηy/Ly . В этом случае только
коэффициенты σi,0 и σ0,j не равны нулю, а из (31)
следует, что решением является ряд:
η(x, y, t)=
∞∑
i=0
−4∆η
pi2(2i+1)2
cos
pi(2i+1)x
Lx
cos(σ
i,0
t)+
+
∞∑
j=0
−4∆η
pi2(2j+1)2
cos
pi(2j+1)y
Ly
cos(σ
0,j
t). (32)
Для численного эксперимента были выбраны
следующие параметры: Lx = Ly = H=10 м, ∆η =
0.1 м. Расчeтная область была разбита на 40 × 40
× 40 ячеек. На pис. 3 показано сравнение рассчи-
танных и приближeнных аналитических (N =100)
контуров уровня поверхности при t = 25 с и t =
59 с. Контуры уровня, рассчитанного численной
моделью, дополнены штриховкой в направлении
убывания уровня. Как видно, численная модель
достаточно хорошо воспроизводит аналитическое
решение даже через 1 минуту, охватывающую 17
минимумов и 16 максимумов колебаний уровня.
В угловой точке (x, y) = (Lx, Ly), где в случае
бассейна с квадратным основанием Lx = Ly ана-
литическое решение описывается формулой (30)
как и в одномерном случае, визуальное совпаде-
ние численного и аналитического решений оказа-
лось приблизительно таким же, как и в одномер-
ном случае (см. pис. 2).
3.3. Распространение волн над подводным пре-
пятствием трапециевидной формы
Практическим примером применения предло-
женной негидростатической модели является мо-
делирование распространения коротких волн над
подводными препятствиями. В частности, в рабо-
тах [7, 8] показано, что при определeнной конфи-
гурации эксперимента, монохромная волна, про-
ходящая над погруженным препятствием трапе-
циевидной формы (в вертикальном сечении) без
обрушения, претерпевает изменение формы и ра-
сщепляется на две – эффект, который не может
быть описан при помощи гидростатической моде-
ли. Применение последней приводит к тому, что
смоделированные волны укручаются и после про-
хождения гребня препятствия принимают пило-
образную форму. С целью воспроизведения лабо-
раторных данных, в [8] была применена модифи-
цированная модель Буссинеска распространения
поверхностных волн.
На верхнем из pис. (4) показана конфигурация
одного из экспериментов [8], данные измерений ко-
торого сравнены с результатами применения ме-
тода, предложенного в настоящей работе. На дне
гидравлического лотка было установлено препят-
ствие, в левой части лотка находился генератор
волн. Правая часть была сконструирована так,
чтобы уменьшить отражение волн. Уровень по-
верхности измерялся одновременно в нескольких
положениях, обозначенными цифрами в кружках.
В положении ©1 уровень измерялся для контро-
ля поступающей синусоидальной волны амплиту-
ды 1 см и периода 2 с. На последующих из pис. 4
представлено визуальное сравнения данных изме-
рений и результатов расчeта в положениях ©2 -©7 .
Как видно, модель, разрешение которой было 40 σ-
слоeв по вертикали и 2.5 см по горизонтали, доста-
точно хорошо воспроизвела эксперимент, не тре-
буя при этом специфичных калибровочных коэф-
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Рис. 4. Сравнение рассчитанных и измеренных уровней поверхности
Рис. 5. Перемешивание жидкостей разной плотности, изначально разделeнных перегородкой.
Экспериментальные данные заимствованы из [20]; t∗ = t
√
g(1− γ)/H , x∗ = x/H , γ = 0.993
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Рис. 6. Перемешивание жидкостей разной плотности, более плотная из которых изначально занимает только
половину глубины в левой части лотка. Экспериментальные данные заимствованы из [20]; γ = 0.989
фициентов, в отличие от [8]. Дальнейшее увели-
чение как горизонтального, так и вертикального
разрешения не привело к заметным улучшениям.
Интересно также отметить, что использование по-
стоянного коэффициента молекулярной вязкости
привело к практически тем же результатам, что
и применение коэффициентов турбулентной вяз-
кости [9, 10]. Слабая зависимость результатов ра-
счетов задач такого типа от коэффициентов вяз-
кости была также отмечена в [18], и может быть
объяснена тем, что течение такого типа является
течением почти идеальной жидкости, характери-
зующимся малой диссипацией.
3.4. Перемешивание жидкостей разной плот-
ности в лотке
Ещe одним практическим примером примене-
ния негидростатической модели служит модели-
рование вихревых структур в вертикальной пло-
скости, в частности тех, возникновение которых
обусловлено неоднородностями плотности [15, 20].
Один из экспериментов, описанных в [20], был вы-
бран в качестве тестового примера для проверки
модели, представленной в данной работе. Экспе-
римент заключался в том, что две жидкости ра-
зной плотности (отношения плотностей γ = 0.993),
изначально разделенных перегородкой, были по-
мещены в лоток прямоугольной формы. После то-
го как перегородка быстро убиралась, более тя-
желая жидкость начинала течь в правую сторону,
распространяясь у дна, а более лeгкая, соответ-
ственно, начинала двигаться в левую сторону у
поверхности. При этом наблюдалось образование
так называемых вихрей Кельвина-Гельмгольца в
вертикальной плоскости.
На pис. 5 показаны результаты визуализации эк-
сперимента в сравнении с полями плотности, рас-
считанными с помощью негидростатической и ги-
дростатической моделей. Вязкость в этом примере
полагалась молекулярной. Как видно, гидростати-
ческая модель не воспроизводит вихревые струк-
туры в вертикальной плоскости, и даeт ступенча-
тый контур фронта плотности во все показанные
моменты времени.
Изначально положения фронтов тяжeлой и лeг-
кой жидкостей достаточно хорошо описываются
как гидростатической, так и негидростатической
моделями, и являются почти линейными функ-
циями времени t. Более того, гидростатическая
модель даже немного лучше воспроизводит поло-
жение фронта тяжелой жидкости, что вероятно
связано с меньшей численной диссипацией ввиду
отсутствия вихрей и, как следствие, большей до-
лей начальной потенциальной энергии, переходя-
щей в горизонтальное движение.
Другим интересным экспериментом, описанным
в [20], является случай, когда более тяжeлая жид-
кость изначально заполняет только половину ло-
тка по глубине в его левой части, и покрыта бо-
лее легкой жидкостью сверху (pис. 6). В этом
случае негидростатической модель, в отличие от
гидростатической, достаточно хорошо воспроизво-
дит как форму "головы так и положение фронта
тяжeлой жидкости.
ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе представлен метод численного расчeта
негидростатических течений со свободной поверх-
ностью в σ-системе координат, который основан на
разделении давления на гидростатическую и неги-
дростатическую компоненты, вычисляемые поэта-
пно на каждом шаге численного интегрирования:
сначала решение находится в гидростатическом
приближении, после чего выполняется его корре-
кция так, чтобы удовлетворялось уравнение нера-
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зрывности. Такой подход даeт возможность эффе-
ктивного применения одной и той же численной
модели как в гидростатическом, так и в негидро-
статическом режимах расчетов.
Дискретизация уравнений, записанных в σ-
системе координат, качественно отличается от дис-
кретизации в z-системе не только из-за наличия
дополнительных слагаемых в уравнениях, кото-
рые приводят к необходимости решать линейную
систему уравнений с 25-диагональной матрицей,
но и из-за граничных условий на свободной по-
верхности.
Предложенный метод показал хорошее согласо-
вание результатов численного расчeта с аналити-
ческими решениями задачи про волновые коле-
бания жидкости в прямоугольном сосуде; с лабо-
раторными измерениями распространения поверх-
ностных волн над погруженным препятствием; с
измерениями процесса перемешивания двух жид-
костей разной плотности в гидравлическом лотке.
Разработанная модель является перспективной
с точки зрения применения ко многим инженер-
ным и теоретическим задачам, таким как расчeт
течений и перемешивания вблизи водосбросов, мо-
делирование течений над подводными препятстви-
ями, моделирование стратифицированных тече-
ний.
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